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1. FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES

1.1. Derivaciéon bajo el signo integral

Teorema (regla de Leibniz)
Sea ¢ : [a,b] — R definida por
d
o) = [ty

donde ¢,d € R son constantes. Si f y % son continuas en el rectdngulo R = [a,b] X [¢,d] =
{(z,t) : a <x <b,c<t<d}, entonces ¢ es derivable en (a,b) y
d 8f
/
T) = —(z,t)dt a<x<b
@)= [ e
Observacidén: La regla de Leibniz también es cierta cuando a = —oo y/o b = oo, y cuando el

intervalo es abierto en alguno de los extremos.

Ejemplos
- sin xt it 0
1. Halla la derivada de la funcién ¢(z) = [, /2 f(z,t)dt, con f(z,t) = { L ST . 7 0
x ,sit=
2. Usa la regla de Leibniz para hallar el valor de la integral I = fol (x;l%)%

Teorema (regla generalizada de Leibniz)
Supongamos que f y g—i son continuas en R = [a,b] X [¢,d] = {(z,t) : a <x <b,c <t <d}, que
uy,uz : la,b] — [e,d] son funciones derivables con continuidad, y que

u2(x)

gp(ac):/ fx,t)dt a<zx<bd
u1 ()

Entonces, ¢ es derivable en (a,b) y

u2(x) B
#@) = (@@ —f @)@+ [ Fw e a<r<
ul(x
Observaciéon: Como antes, la regla generalizada de Leibniz también es cierta cuando a = —oo

y/o b= 00, y cuando el intervalo es abierto en alguno de los extremos.
Ejemplo

2
Calcula, donde exista, la derivada de la funcién: op(z) = [; arctan ;—2 dt.
Ejercicios

1. Halla las derivadas de las siguientes funciones definidas por integrales, indicando su dominio.

2 et T
(a)go(gu)—/1 xt+1dt (c)cp(x)—/ In(l+at)dt, 0<z<m

2

(b) p(z) = /133 cost® dt

2. Halla, usando la regla de Leibniz, las siguientes integrales:

| Tt [T dt o
(a)I(x):/O it 220 (b)I(a:):/O et 51/0 =T @#0)

nt 12 + z2 12 + x2

3. Calcula I = fol ff)gidl", a partir I(z) = fol tlz;tldt'
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Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:

1. (a) ¢'(z) = f12 (;f%dt; (b) ¢'(z) = 2x cos z*;

(c) '(x)=1—22 4 (1 - w—lg) In(1 + 2?) + (;12 —cosz)In(l+zsenz), 0 <z < 7.
2. (a) I(z) =In(z +1); (b) I(x) = TH.
3. I =log2.



